Jeudi 23 octobre 2014

Etirement de quelgques graphes géeometriques
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Qu’est-ce qu’un bon réseau ?

Etirement := max, ; distance glans Ie,rgseaUa—w
'Y distance a vol d'oiseaua—b

Nombre d’arétes ou somme des longueurs des arétes

Degré maximal : taille du plus grand rond-point
Planaire : ni pont ni tunnel
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Modélisation du probleme
(but du jeu)

Etant donné un ensemble V de points dans le plan :

Construire un réseau (Graphe) G constitué de segments (arétes) reliant
ces points, tel que

1) [l'étirement soit faible
2) les segments ne se croisent pas.

Détour (s,t) : st
Etirement (G): max,»; Détour(s, t)

/2 G Exemple :

: dg(b,d) =3+4, | bd]| =5
da(b,e) = 4v2, ||bel| = 4.
G a un étirement de /2.

Un graphe est un t-spanner si son étirement est au plus t.



Spanners

Triangulations de Delaunay
Théta-Graphs

Spanners de Degré Borne

Routage dans les Théta-graphes ~




Delaunay Triangulation
[Boris Delaunay '34]

Def: There is an edge (i, ) iif there is an empty circle supporting i and j.
& there is a face i, 5, k iff there is an empty circle supporting i, 7, k.

General Position: -
No 3 points collinear 4
No 4 points co-circular. ]
O
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Etirement des triangulations
de Delaunay?

1584 | 1.593 1.998
2 2.42 3 4 508

' I :
[Bose et al. CCCG’10] [Xia SoCG™1] | | [Keil & Gutwin WADS'89] | [Dobkin et al. FOCS'87]
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L..-Delaunay Triangulation
[Chew SoCG'86]

doo((z1,41), (22,12)) = max(|zy — z2|, |y1 — y2|)

Def: There is an edge (i, j) iif there is an empty square supporting i and j.

& each face is supported by an empty square. ﬁ
e
General Position:
No 4 points co-"circular”.
Points have # abscissas and ordinates. ] %}

Thm [B. Gavoille Hanusse Perkovic 10]: Delaunay triangulation is 2.61-spanner.




Stretch > 2.61




Stretch < 2.61

Let us consider the L-Delaunay Triangulation 7" on a set of points P in the

plane, and let a and b be two points of P. If x = d(a,b) = maX{dw(a, b), dy(a, b)
and y = min{dm(a, b),d (a, b)} then

"y

dT(CL, b)

Proof: by induction on dw(a,b) ...
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Triangulation de TD-Delaunay
[Chew 89]

TD : Triangular Distance

Thm [Chew 89] : Les triangulations de TD-Delaunay sont
des 2-spanners planaires.
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Etirement
pgone-Delaunay

pgone Borne inf Borne sup
3 /\|2I[Chew 89] 2 [Chew 89]
A 3.16 [Chew 86]
2.61 2.61 [B. Gavoille Hanusse Perkovi¢12]
5 ()]196 ?
6 (]2 ?

?

?
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1.593 [Xia Zhang 11]

1.998]Xia 11]

11




< B-graph
1}\ graphe

[Clarkson 87][Kell 88]

+ Soitk=2,0=2nk.

- Le plan autour de chaque sommet s est divisé en
k cones.

+ Les arétes du 0 -Graphe sont définis de la
maniere suivante :

Vs € S, V cone C.

- Ajouter 'aréte (s,p) ou p est le sommet du cone C
qui a le projeté sur la bissectrice de C le plus proche

de s.
papier Kk étirement .
[El Molla 09] 2,3 00 k | etirement
[Barba et al. 13+] 4 237 7 7.56
[Bose et al. 13+] 5 9.96 8 |[4.26
[B. Gavoille Hanusse llcinkas 10] 6 2
1 12 | 2.07
[Clarkson 87][Keil 88] 27 |T—2sin(n/k) 13 | 101 12




: 1%0-graphe

+/ .+  [B. Gavoille Hanusse llcinkas 10]

Thm [B. Gavoille Hanusse licinkas 10]J:
0-Graphe < TD-Delaunay (+structure)
Corollaire :
Les ¥20-Graphes sont des 2-spanners planairels3

B, est un 2-spanner.




Spanners planaires

degré borné

Paper DegMax Planar stretch factor
Folklore 2 x ©0
[Salowe 94] 4 x C > 405
[Das and Heffernan 96] 3 x
[Bose et al. 05] 27 v 10.016




Spanners planaires
degré borné

Paper DegMax Planar stretch factor
Folklore 2 x ©0
[Salowe 94] 4 x C > 405
[Das and Heffernan 96] 3 x
[Bose et al. 05] 27 v 10.016
[Li and Wang 04] 23 v 7.79
[Bose et al. 09] 17 v 28.54
[Kanj and Perkovi¢ 08] 14 v 3.53
[B. Gavoille Hanusse Perkovi¢ 10] 6 12 v 6
[Bose et al. 12] 6 v 81.66
[B. Kanj Perkovi¢ Xia 14] 4 v 16.9 < C <156
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+. .+ Hy,! etirement 6 et deg,,,<12

- H,,: pour chaque cone (-) on
garde au plus 3 arétes :
- La plus “courte”
- La plus a gauche
- La plus a droite

x

- Degreé :




% Etirement de H,,

- |dee: chaque aréte de H_ifn
est replacée par un chemin
3 fois plus long dans H, (S)
= H,,a un éetirement <= 6.

- Pour chaque aréte uv
supprimee, on considere le
chemin canonique :

- Faire le tour de la face en
utilisant I'aréte courte.

<
’Path(u,’v)’ = L.+ 24,

d(u, U) — \/f% + E% — Zlfg

|Path(u,v)]
d(u,v) <3




Compass routing algorithm
(cross)

« Compute a path by selecting at each
step the neighbour in the direction of the
O targedt.

Yaog

@) @)
Path(s, t) o © o 5
@)
Path(s, t)] < |, > Yao-2



M / / 7 1€ MAR4THON
Tile Rws AONA-/J

Yaogz-Navigation

500 vertices 5000 vertices 20000 vertices
Path(s,t) — [s, 1] U [I,1]
|Path(s,t)| — 1.047||s, I|| 4+ 1.209||1, t|

_ 9/2 ~
For 0 =7/3, . n(o/2) ~ 1.047 and T ~ 1.209

When the point set becomes big ...



Probabilistic model

D: domain

- abounded simply
connected open of C

- (e.g. unit square)

S: Poisson Point Process of intensity n
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[s. Marckert 12]

0
Let Q(s, 1) = it 15, Tl + 3y 1.1l and T(s, 1) = [s, 1] U 1, 1].
For any a € (0,1/8), any 8 > 0, for n large enough

P(  sup [|Path(s,t)]— Q(s,t)]>n"%) <n™F
(s,t)eD’

and

P( sup dg([Path(s,?)],T(s,t)) >n"%) < n=b.
(s,t)eD’



Non-uniform distribution

- f:smooth density function
- Lipschitzian |f(p)-f(q)|<b|p-q]|
- f strictly positive on D
- (e.g. f(p)=1 or f(p)=2-|p|*)

le CD: ‘SﬂDl‘ ™~ Poisson(n.HDlu)

Vo Cnp.lgen ~ D
D, < D:1s7D | ~Poisson(n. fDl F(t)dt)



s./+  Decomposition of the
> trajectory in 3 phases

 Phase 1:

— = only ste'ps of type 1.

* Phase 2:
— Only steps of type 1 and 2
 Phase3: (e

— Final approach
— Steps of any type



Conclusion

Triangulations de *-Delaunay

Worst case analysis

Théta-Graphes

Worst case analysis

Spanners de degré borné

Worst case analysis

Routage dans les Théta-Graphes

Random case analysis




Mercl pour votre attention
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